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I. rész

Vizsgakérdések

1. Definialja a metrikus teret.

Az (M, S) rendezett part metrikus térnek (MT) nevezziik, ha:

1. M # ( tetsz6leges halmaz,

2. §S: M x M — R olyan fliggvény (vagy metrika), amelyre:

(a) S(z,y) = 0;

(b) S(z,y) =0 z=y;

(¢) S(z,y) = S(y,x) (szimmetrikus);

(d) S(z,y) < S(x,z)+ S(z,y) (haromszog-egyenlStlenség)

Vx,y,z € M esetén.

S(z,y) szdm: x és y tdvolsdga.

2. Mi a diszkrét metrikus tér definiciéja?

Egy (M, S) metrikus teret diszkrét metrikus térnek neveziink, ha M # () tetsz6leges halmaz esetén

Sz, y) 0, haxz=y
T,y) = .
Y 1, hax+#vy

Ekkor S : M x M — R metrika.

3. Hogyan értelmeztiik az (R", p;) metrikus teret?

Az (R™, 1) olyan metrikus tér, ahol o (x,y) := Z |er — yk| (z,y € R™).
k=1



4. Hogyan értelmeztiik az (R", g,) metrikus teret?

Az (R", o) olyan metrikus tér, ahol:

n 5
e 1<p<+oo: gp(z,y) == (ZIzkyk|p> (z,y € R");
k=1

o p=00: oncliyy) = max |u— il

=1,...,

Megjegyzések:
® p =1 esetén a definicié megegyezik az el6z6 definicidval;

® Vz,y € R™ rigzitett elem esetén igazolhatd, hogy lir_'r_l op(z,Y) = 00o(z,y);
p——+oo

n
® p =2 esetén pa2(x,y) = Z |lzg — yk\2 euklideszi metrika R"-en;
\ k=1

® A definicionak 0 < p < 1 esetén is van értelme, de ekkor a hdromszdg-egyenldtlenség nem igaz!

5. Hogyan értelmeztiik a (Cla, b], 02) metrikus teret?

Legyen [a, b] korlatos és zart intervallum, Cla,b] := {f : [a,b] = R |f folytonos}. Ekkor a (C|[a, b], p2) metrikus tér,

b
ahol 0 (f,g) == / 1 — gl® (.9 € Clab).

6. Hogyan értelmeztiik a (Cla,b], 0oo) metrikus teret?

Legyen [a, b] korlatos és zart intervallum, Cla,b] := {f : [a,b] — R|f folytonos}. Ekkor a (Cla,b], 0oo) metrikus
tér, ahol 0o (f,9) := xrél[mi] |f(z) —g(z)| (f,9 € Cla,b)]).

)

Megjegyzés: igazolhatd, hogy 0oo(f,g) = lim op(f,g) (0p definicidja a 7. kérdésben).
e o]

li
p—+

7. Hogyan értelmeztiik a (Cla, b, 0,) metrikus tereket?

Legyen [a, b] korlatos és zart intervallum, Cfa,b] := {f : [a,b] = R|f folytonos}, 1 < p < +o0. Ekkor a (Cla, b], 0p)
metrikus tér, ahol:
b
Li<p<ioos g(f9)i={| [ 1f =g (£ € Clab));

2. p=+00: 0x(f,9) = mrél[%)i] |f(z) —g(2)| (f,9 € Cla,b]).

Megjegyzés: 000 (f,g) = lim op(f,g) igazolhato.
p——+o0



8. Fogalmazza meg a Cauchy-Bunyakovszkij-féle egyenlStlenséget!

n n n
Legyen n € N, ax, by € R, k =1, ..., n. Ekkor Zak b < Za% . Zbi és egyenlGség pontosan akkor
k=1 k=1 k=1
teljesiil, ha:
® by, by, ..., by, =0, ay tetszbleges,
e NeER: ap=N (k=1,2, ..., n),
azaz (ay,...,an) és (b1,...,by) € R™ vektorok linearisan Osszefliggsk.

9. Mit jelent az, hogy az (M, p) metrikus térbeli (a,) sorozat hatarértéke
ac M?

Az (M, o) metrikus tér egy (a,) : N — M sorozatanak hatarértéke o € M, haVe > 0: 3Ing € N: Vn > ng :
o(an,a) <e.

Megjegyzések:
® M =R esetben a definicid ugyanaz, mint a régi definicié (o(x,y) = |z — yl|);

® A definicid igen dltaldnos.

10. Irja le a normalt tér definiciojat!

Az (X, ||.||) rendezett par normalt tér, ha:

1. X linearis tér R felett;
2. |l : X — R olyan fiiggvény, melyre:

(a) [lz] = 0 (Ve € X);

(b) ||zl =0 < 2 =0 (x az X nulleleme);
(©) [[Az]] = Al flz]] (Vo € X, A € R);
(@) [l +yll <zl + Iyl (Vo,y € X).

|.|l: normafiiggvény, ||z| szaim az z elem normaéja.

11. Definiilja R"-en a |.||, normakat.

Adott (R", [|.||,,) normalt tér. Ekkor:

1
P
’

e 1<p<+oo: [zfl, = <Z|xk|p>
k=1

o p=+oo: [lzfl o = max{zi], ..., |znl};

(x = (21, ..., T,) ER™).



12. Milyen normakat értelmeztiink a C|[a,b] fliggvénytéren?

Adott (Cla,B], ||.[|,,) normélt tér, ahol f € Cla,b]. Ekkor:

b »
e 1 <p<+too: |f||p=</ |f|p> ;

o p=+00: |[fll = max{|f()] [« € [a,0]}.

Megjegyzés:
] Hpr wJol definidlt”, ugyanis:

— 1 < p < 4oo: minden folytonos figgvény integralhatd;

— p = +oo: Weierstrass-tétel.

13. Hogyan értelmezziik normalt térben egy pont kornyezetét?

-l
Adott (X,].]]), @ € X, r > 0. Ekkor a k.(a) := kr(a) := {z € X |||z — a|| < r} az a pont r sugart kornyezete (az
‘a’ kozépponti, v’ sugart, nyilt gdmb).

14. Mit jelent az, hogy egy normalt térbeli sorozat konvergens?

Adott (X, ||.||) normalt tér. Az (a,): N — X sorozat konvergens, ha 3o € X : Ve > 0: Ing € N: Vn > ng :
lan — | <e.

15. Milyen ekvivalens atfogalmazasokat ismer normalt térbeli sorozat
konvergenciijara?

Legyen (a,) C (X, ||.||) egy sorozat. Ekkor (a, ) konvergens <= (3a € X : Ve >0: Ing e N: ¥n > ng: a, € k(o)) <=

JaeX: lim |la—a,||=0].
n—-+4oo

Elnevezés, jelblés:

® «: a sorozat hatarértéke (h.é.);

® lim(ap) := Er}rl an = Q;
n o0

0a, Moo
n—-+oo

16. Fogalmazza meg normalt térbeli konvergens sorozatok alaptulajdon-
sagait.

Adott (X, |.]]) normalt tér és (a,) : N — X sorozat.

1. Tegyiik fel, hogy (a,) konvergens és lim(a,) = a. Ekkor:



(a) « egyértelmiien meghatarozott;

(b) (ay) korlatos sorozat;

(¢) Y(vn) : N = N szigortan monoton névs indexsorozat esetén (a,, ) részsorozat konvergens és lirf (ay,) =
n—-—+0o0

ngr—&l-loo(an>;

2. Ha van 2 kiilonb6z6 elemhez tartozo részsorozata (a,,)-nek, akkor (a,) divergens (ez a (c)-bdl kovetkezik).

17. Milyen miiveleti tételeket ismer normalt térbeli konvergens soroza-
tokra?

Legyen (X, ||.]|) tetszGleges normalt tér. Tegyiik fel, hogy a,, = a, (M) : N= R, A\, = A, b, — 8. Ekkor:

1. (an + by) konvergens X-ben és a,, + by, M> a+ B

n—-+oo

2. (Anay) konvergens (X, ||.||)-ben és A, - a, Ly g
n—-4o0o
Megjegyzések:
o A konvergencia fiigg a normdtsl!

® Ugyanazon a halmazon tobbféle norma is értelmezhets!

Elképzelhetd, hogy van olyan (X, ||.||;) és (X, ||.|ly) normdit tér, hogy egy (an) C X az egyik normdban konvergens, a mdsikban,
pedig divergens!

Kedvezébb a helyzet, ha csak az in. ekvivalens normdkra szoritkozunk.

18. Mit jelent az, hogy két norma ekvivalens?

Tegyiik fel, hogy X linearis tér R felett és ||.||; és ||.||, normak X-en. A két norma ekvivalens (jelolésben: ||.[[; ~ [.]l5),
ha Im, M >0: m-||z|, < |z|ly £ M - |z]|; (Ve X).

19. Hogyan jellemezhet6 R"-beli sorozat konvergenciaja a koordinataso-

rozatokkal?
Tekintsiik R™-et, legyen ||.|| egy tetszéleges norma, (ar) : N — R", ap = (ag), aff), ceey ai")) € R™. Ekkor az
(ag) sorozat konvergens és klim (ag) LI o= (a(l), cee a(")) € R™ akkor és csak akkor, ha Vi =1, 2, ..., n: az
— 400
(a,(ci)) valos sorozat konvergens és lim (a](:)) =a,
keN k—+o0

1
i—edik koordindta—sorozat

Megjegyzés: R™-beli sorozat konvergencidjinak vizsgdlata visszavezethetd R-beli sorozat konvergencidjinak vizsgdlatdra.

20. Mit jelent az, hogy egy normalt térbeli sorozat Cauchy-sorozat?

Az (X,].]]) normalt térben az a,, : N — X sorozat Cauchy-sorozat, haVe > 0: Ing € N: ¥Ym,n > ng : |lan, — anl| <
€.

Megjegyzés: szemléletesen, a ,nagy” indext tagok ,kézel” vannak egymdshoz.



21. Milyen kapcsolat van normalt térben a Cauchy-sorozatok és a kon-
vergens sorozatok kozott?

Adott (X, ||.]|) normalt tér és (a,) : N — X sorozat. Ekkor:

1. Ha (a,) konvergens, akkor (a,) Cauchy-sorozat;

2. Visszafelé a tétel nem igaz!

22. Mit jelent az, hogy egy normalt tér teljes?

Az (X,].]]) normalt tér teljes normalt tér (vagy Banach-tér), ha teljesiil a Cauchy-konvergencia-kritérium, tehat
(an) : N —= X konvergens <= (a,) Cauchy-sorozat.

Példdk:

szokdsos

1. (R, || ) Banach-tér;
2. (Q,|.]) nem Banach-tér.
23. Definialja a belsé pont fogalmat.

Adott (X, ||.||) normalt tér, A C X. Az a € A az A halmaz bels6 pontja, ha Jk(a) : k(a) C A. Jeldlés: int A: a
T

interior
bels6 pontok halmaza.

24. Mi a nyilt halmaz definici6ja?

Adott (X,].]|) normélt tér, A C X. Az A nyilt halmaz, ha minden pontja bels6 pont.

25. Milyen Aallitasokat ismer zart halmaz jellemzésére?

Adott (X, ].]|) normalt tér, A C X. Ekkor a kévetkez6 allitasok ekvivalensek:

1. AcC (X,].||) zart;
2. A C A;

3. Tetszoleges olyan (a,) : N — A sorozatra, amelyik konvergens lim(a,) = « € A.

26. Mi a kompakt halmaz definiciéja?

Adott (X, ||.||) normalt tér. Az A C X kompakt halmaz, ha V(z,,) : N — A sorozathoz 3 (v,,) : N — N indexsorozat
tgy, hogy az (z,,) részsorozat konvergens és lim (z,, ) € A.



27. Milyen sziikséges, illetve sziikséges és elégséges feltételeket ismer a
kompaktsagra?

Adott (X, |.]|) normalt tér, A C X. Ekkor:

1. A C X pontosan akkor kompakt, ha minden végtelen részhalmazanak van A-beli torlédési pontja;
Ha A C X kompakt, akkor az A zart X-ben;
Ha A C X kompakt, akkor A korlatos X-ben;

- W N

Ha A C X korlatos és zart X-ben, abbol altalaban nem koévetkezik, hogy A kompakt (de ha dim X < oo,
akkor kovetkezik).

28. Fogalmazza meg a Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tételt.

Adott n € N, (R™,||.|l) (||.|| tetszGleges norma). Ekkor igaz a Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel, azaz:
V(xk) : N — R™ korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

29. Milyen sziikséges és elégséges feltételt ismer R"-ben a kompaktsagra?

Adott n € N, (R™, ||.]|) (]|.|| tetsz6leges norma). Ekkor az A C (R™, ||.||) halmaz pontosan akkor kompakt, ha A
korlatos és zart halmaz.

30. Definialja normalt terek kozotti leképezések pontbeli folytonossagat.

Legyenek adottak (X, ||.|lx), (Y,].]ly) normalt terek, f € X — Y, a € Dy. Az f fliggvény folytonos az a € Dy
X Y

u u

—_—— ——
pontban (jelolés: f € C{a}), haVe >0: 36> 0: Va € ks(a) N Dy : f(z) € k(f(a)).

k3 i3
lz—al| x <8 I1f(@)=f(a)lly <e
Megjegyzés: a folytonossdg fligg a normadtdl, de ekvivalens normdk esetén nem!
31. Hogyan szo6l a folytonossagra vonatkozo6 atviteli elv?
Adottak (X, |[.|,), (Y,[.|ly) normalt terek, f € X — Y, a € Dy. Ekkor f € C{a} <= V(z,) : N —

Dy, lim () il a: ngf}rlocf(fn) 11 f(a).

n—-+oo

32. Sorolja fel kompakt halmazon folytonos fiiggvények tulajdonsagait.

Tegyiik fel, hogy f € R™ = R™ (n,m € N) é&s Dy C R" kompakt, f folytonos (Dy — en). Ekkor:
(1) 2

1. Ry C R™ kompakt (kompakt halmaz folytonos képe kompakt);
2. Weierstrass-tétel: ha m = 1 (valos értékd fliggvény), akkor:

(a) dmax f (<= max Ry);
(b) Imin f (<= min Ry);

3. Ha f € R™ — R™ injektiv is, akkor f~! is folytonos.



33. Irja le az f € R" — R™ fiiggvény pontbeli derivalhatésaganak a defi-
nici6jat.

Adott f € R® = R™ (n,m € N) fiiggvény, a € int Dy pont. Az f fiiggvény (totalisan) derivalhat6 az a pontban, ha

3L € L(R™,R™) : lim M@ S @ L[ DTF7 0ol mPeoc o (- 6y f fiiggvény a-beli derivaltja: f(a) = L.

h—0 Hh”(2)<—R""*bﬁli tetszdleges norma

Jelolés: f € D{a}.

34. Mit jelent az, hogy az f: R" — R fiiggvény totalisan derivalhaté az
a € R" pontban?

Adott f € R® = R (n € N) fliggvény, a € int Dy pont. Az f fliggvény totalisan derivalhaté az a pontban,

ha 3L € L(R",R) : ,lfn%Hh“<#l‘5§ffhb)eﬁ'f§?3;ﬁg§2'no,,m = 0. Az f fliggvény a-beli derivaltja: f'(a) = L. Jelolés:
—
f € D{a}.

35. Milyen ekvivalens atfogalmazast ismer a pontbeli derivalhatésagra a
linearis kozelitéssel?

Adott f € R™ — R™ (n,m € N), a € int Dy. Ekkor f € D{a} <= 3L € L(R",R™) ése: R" — R™, li[I)na =0:

fla+h)— f(a) = L(h)+¢e(h) - ||h]| (YheR™: a+h € Dy).

36. Milyen ekvivalens atfogalmazast ismer a pontbeli derivalhatésagra
matrixokkal?

Adott f € R" - R™ (n,m € N), a € int Dy. Ekkor:
mxn . Jig Wfath)—fl@)—AR|M
1. feD{a} <= 3JA€R : }llli% ™ =0;

2. feD{a} <= JAcR™*" Je: R" - R™, li(gns =0: fla+h)—fla)=A-h+e(h)- HhH(Q) (Va+h € Dy).

Megjegyzés: a derivdlhatdsdg a definicio alapjdn is vizsgdlhato.

37. Milyen kapcsolat van a pontbeli derivalhatésag és folytonossag ko-
zOtt?
Legyen f € R" = R™ (n,m € N), a € int Dy. Ekkor:

1. Ha f € D{a}, akkor f € C{a};

2. A megforditas nem igaz (n = m = 1);
Példa: f(z) = ||z|| (x € R™). Ekkor f(z) 0-ban folytonos, de nem derivalhato!

38. Fogalmazza meg a lancszabalyt.
Legyen g € R" — R™, a € int Dy, g € D{a}, f € R™ = R?®, f € D(g(a)). Ekkor fog e D{a} és (fog)(a) =

f'(g(a)) - g'(a).

A jegyzetben ezt nem talaltam sehol, de a neten végil megtaldltam valahol.



39. Milyen tételt ismer a derivaltmatrix elSallitasara?

fi

Legyen f € R" = R™ (n,m € N),a € int Dy, f = , fi €ER* - R! (i =1,2,...,m) koordinita-fiiggvények.
fm

Ha f € D{a}, akkor Vj = 1,2,...,m és Vi = 1,2,...,n esetén a 0;f;(a) parcialis derivaltak léteznek, és f'(a) =

Oi1fi(a)  Oafi(a) -+ Onfi(a)
O1f2(a)  Oafa(a) -+ Onfa(a)

. € R™*" derivaltmatrix vagy Jacobi-matrix.

nfm@) Oofm(@) - Onfnla)

40. Adja meg az R" — R tipusu fiiggvény parcialis derivaltjainak a fogal-
mat.
Legyen f € R" — R! (n € N), a € int Dy, ey, ...,e, kanonikus egységvektorok. Az f fiiggvénynek létezik az i.

valtozo szerinti parcialis derivaltja az a = (ay,...,a,) pontban, ha k(0) > ¢t — f(a1,...,a;-1,a; +t,ai41,.--,0p)
valos-valos fliggvény derivalhato 0-ban: F € D{0}.

Az F'(0) szam az f fliggvény i-edik valtozo6 szerinti parcidlis derivaltja a-ban. Jelolés: 9;f(a) := F’(0).

41. Milyen elégséges feltételt ismer a totalis derivalhatosagra a parcialis
derivaltakkal?

Legyen f € R" — R! (n € N), a € int Dy, f € k(a) — R. Tegyiik fel, hogy Vi = 1,2,...,n esetén:

1. A 0;f(x) parcialis derivalt fliggvények léteznek Vo € k(a)-ban;

2. AO;if: k(a) = R, z — 0;f(x) parcialis derivalt fiiggvények folytonosak az a € int Dy pontban.

Ekkor az f € D{a}.

42. Definidlja az irAnymenti derivaltat.

Legyen f € R* — R! (n € N), a € int Dy, e € R" egységvektor (|le||, = 1). Az f fiiggvénynek az a € int Dy
pontban létezik az e irdnyban vett irAnymenti derivaltja, ha az F : k(0) > ¢t — f(a+t-e) / € R — R!/ derivalhato
0-ban (F € D{0}). Ekkor F’(0) szam az f fiiggvény e iranya derivaltja az a-ban: F'(0) =: d. f(a).

Megjegyzés: a parcidlis derivdlt dltaldnositdsa, ugyanis ha e := e; kanonikus egységuektor, akkor Oef = O, f.
43. Milyen képletet ismer az irAnymenti derivalt kiszamolasara?
Ha f € R" —» R! (n € N), f € D{a}, akkor Ve € R" egységvektor (||e/, = 1) esetén 39 f(a) és D f(a) = f'(a)-e =

(f'(a),e).

Megjegyzés: lényeges, hogy ||e||(2) =1.



44. Legyen f(z,y) := 32°—6y3+cos(2xy?) (z,y) € R%. Szamitsa ki 0 f(1,2)-t.

Cos(2*x+y "~ 2)-6%y "~ 343%™ 2

1. dbra. Az f(z,y) := 32% — 6y3 + cos(2zy?) (x,y) € R? fiiggvény abrazolasa

Megoldas: O f(x,y) = —18y? + (—sin(2xy?)) - 4wy. Behelyettesitve: dof(1,2) = —18-4—4-1-2-sin(2-1-4) =
—72 —8-sin8.

45. Legyen f(x,y) := /(22* +4?) (z,y) € R?. Szamitsa ki 9, f(0, 1)-t.

sqri(y ~2+2%x"4)

600
500
400
300
200
100

2. abra. Az f(x,y) := /(2% + y?) (x,y) € R? fiiggvény abrazolasa

Megoldas: 0y f(z,y) = 1 (22 + ¢?) T gyd = (2z* + 9?) 3 g8, Behelyettesitve: 9y f(0,1) = (2-0* + 12) Ty,
0% =0.

10



46. Mit jelent az, hogy egy fiiggvény kétszer derivalhaté egy pontban?
Legyen f € R" — R! (n € N), a € int Dy. Az f fiiggvény kétszer derivalhato az a-ban (f € D*{a}), ha

1. 3k(a) C Dy : f € D(k(a));
2. Vi=1,2,...,n: 0;f € D{a} /a parcialis derivalt fliggvények derivalhatok a-ban/.

Megjegyzések:

o 1 <—=Vze€k(a): If'(z) = (01f(z),...,0nf(z))
f' 1 k(a) = R™ derivdltfigguény;

® 9,f € D{a} (Vi=1,2,...,n)
FERTN SR, £1() = () (a) € RN
0101f(a) 0201f(a) -+ OnOif(a)
0102f(a) 0202f(a) -+ On02f(a)
f(a) = : : - ;
010nf(a) O20nf(a) -+ Ondnf(a)

Hesse— féle matrix

47. Fogalmazza meg a Young-tételt.

Legyen f € R" — R! (n € N), a € int Dy és tegyiik fel, hogy f € D?{a}. Ekkor Vi,j =1,2,...,n: 9;(9;f)(a) =
0:(0;f)(a) (azaz a vegyes parcialis derivaltak megegyeznek).

Megjegyzés: dltaldnosithats: f € D?*{a}.

Kovetkezmény: ha f € D*{a}, akkor a Hesse-matrix szimmetrikus.

Megjegyzés: lényeges, hogy f € D?{a}.

48. Adja meg a Taylor-polinom definiciéjat.

Legyen n,m € N, f € R® - R, f € D™(k(a)) (de elég f € D™(a) is).

(Ton,af) (@) = (Tm,af)(a+ k) = f(a) + Z (Z aij;(a)hi) az f fliggvény a-hoz tartozd, m-edrendd, n-valtozos
k=1 \|i|=k
Taylor-polinomja.

Megjegyzés: nem az ,igazi” dltaldnositisa az R — R-nek!

49. Milyen képletet ismer az els6foki, n-valtozés Taylor-polinomra?

Legyen m = 1, n € N. Ekkor: (T1 ,f)(x) = (Th,of)(a+ k) = f(a) + (f'(a),h) = f(a) + 01 f(a)h1 + ...+ Onf(a)hy,

50. Milyen képletet ismer a masodfokii, n-valtozés Taylor-polinomra?

Legyen m = 2, n € N. Ekkor (Ty.f)(z) = (Ta,af)(a + h) = f(a) + (f'(a),h) + 5 (f"(a) - h,h), ahol f"(a) =

0101 f(a) 020:1f(a) --- 0n01f(a)
0102f(a) 0202f(a) -+ 0,0:2f(a) .

: . . : Hesse-matrix.
010f(a) uduf(a) -+ Ouduf(a)
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51. Fogalmazza meg a Taylor-formulat a Lagrange-féle maradéktaggal.
Tegyiik fel, hogy:

1. feR" =R (neN), a€intDy;
2. [a,a+h]:={a+t-h|t€[0,1]} C Dy;
3. fe€ D™ ([a,a+ h]), meN.

| " (1) ' fla+vh)
Ekkor Jv € [0,1]: f(a+h) = f(a)+>_ ZTh + _Z ———h'
k=1 \|i|=k |i]l=m+1
(Tm,a f)(a+h) Lagrange— féle maradéktag

52. Fogalmazza meg a Taylor-formulat a Peano-féle maradéktaggal.
Tegyiik fel, hogy:

1. feR" - R! (neN), a€intDy;
2. fe D™k(a)), meN.

Ekkor:

1. ¥ : R® - R} lime = 0 : fla+h) = (Tmaf)(a+ h)+e(h) - |R|™ (h € R", a+ h € Dy), azaz

Jim L@+ =T o f)(ath) _ .
oo Tl v

2. Ha G € R™ — R polinom esetén }llimo%w =0, akkor G =T, o f.
—

53. Adja meg a kvadratikus alak definici6jat.

Az A = [a;5] € R™™™ (n € N) szimmetrikus matrix altal generalt kvadratikus alak: Q(h) := Q(h1,...,h,) =

<Ah,h>: Za”h,hj

ij=1

Kvadratikus alak osztalyozasa:

A @ kvadratikus alak (vagy az A € R™*"™ matrix):

. pozitiv definit, ha Q(h) > 0 (Vh € R™ \ {0});

. pozitiv szemidefinit, ha Q(h) > 0 (Vh € R™);

1
2
3. negativ definit, ha Q(h) < 0 (Vh € R™\ {0});
4. negativ szemidefinit, ha Q(h) < 0 (Vh € R™);
5

. indefinit, ha Q(h1) > 0, Q(h2) < 0 (3h1, he € R™).

12



54. Milyen sziikséges és elégséges feltételt ismer arra vonatkozoéan, hogy
egy kvadratikus alak pozitiv definit legyen? (Sylvester-kritérium.)

all .. alk ... aln
Legyen n € N, A = [a;;] € R"™", A szimmetrikus, Q(h) := (A-h,h), A = agl Gk Gkn |,
a/nl PR ank} e ann
ai aik
Ay := det k=1,2,...,n (sarok-aldeterminansok).
g1 - Qkk
Ekkor:
1. Q(A) pontosan akkor pozitiv definit, ha minden k esetén Ay > 0 (1 < k < n);
2. Q(A) pontosan akkor negativ definit, ha A; <0, Ay >0, A3 <0, ..., A, >0, azaz Vk-ra sgn(Ay) = (—1)*

(az elGjelek valtakoznak).

55. Milyen sziikséges és elégséges feltételt ismer arra vonatkozéan, hogy
egy kvadratikus alak negativ definit legyen? (Sylvester-kritérium.)

Lasd az el6z6t. Egy tételként tanultuk a pozitiv és negativ definitségre vonatkozo Sylvester-kritériumot, nem
akartam szétdarabolni a tételt.

56. Fogalmazza meg az R" — R tipust fiiggvény lokalis szélsGértékére
vonatkozoé elsSrendii sziikséges feltételt.

Legyen f € R" — R (ne€N), a €intDy, f € D{a}. Ha f-nek az a-ban lokalis széls6értéke van, akkor f'(a) =0,
azaz (01 f(a), ..., Onf(a)) =(0, ..., 0).

57. Fogalmazza meg az R" — R tipust fiiggvény lokalis szélsGértékére
vonatkoz6 masodrendii elégséges feltételt.

Legyen f € R" - R (n € N), a € int Dy f € D*{a}, f'(a) = 0. Ha f”(a) Hesse-matrix:

1. pozitiv definit, akkor a lokalis minimumbhely;

2. negativ definit, akkor a lokélis maximumbhely.

58. Fogalmazza meg az R?> — R tipusi fiiggvény lokalis szélsGértékére
vonatkoz6 masodrendii elégséges feltételt.

Legyen f € R? - R, a € int Dy f € D*{a}, f'(a) =0. Ha f”(a) Hesse-matrix:

1. pozitiv definit, akkor a lokalis minimumbhely;
2. negativ definit, akkor a lokélis maximumbhely.

Hivatalos verzio hidnydban ezt is behelyettesitettem az eldzd tételbe.
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59. Fogalmazza meg a paraméteres integralra vonatkozo6 tételt.

Legyen U C R™ nyilt (n € N), I = [a,b] C R zart intervallum (a,b € R). Tegyiik fel, hogy f: U x I — R folytonos
b

és p(x) == / f(z,t)dt (x € U). Ekkor:
a

1. ¢ folytonos U-n;

b

2. Ha 0, f parcialis derivalt 1étezik és folytonos U x I-n, akkor 30; és ez folytonos, tovabba d;p(x) = / Oif (z,t)dt (z €
U, i=1,2,...,n) ‘
(Az integralas és a derivalas sorrendje felcserélhetd).

60. Definialja az R"-beli intervallum fogalmat.

Legyen I/ = [a;,b;] C R kompakt intervallum (j € N). Ekkor az I := I' x I? x...x I" R"-beli kompakt intervallum.

61. Mit jelent egy R"-beli intervallum felosztasa?

Legyen j = 1,2,...,n; 7 € F(I?). A7:=7' x72x...x 7" az I C R" intervallum egy felosztasa (n € N), az F(I)
pedig az I-hez tartozo felosztasok halmaza.

62. Mikor integralhaté egy f: R" — R fiiggvény?

Legyen f: I — R korlatos fiiggvény (I C R™ (n € N) kompakt intervallum). Ekkor:

1. Az f fiiggvény Darboux-féle als6- és fels6 integralja:

(a) L.f :=sup{s(f,7) |T € F(I)};
(b) I*f:=inf{S(f,7)|r € F(I)};

2. Az f fiiggvény Riemann-integralhaté I-n (f € R(I)), ha I.f = I*f = /f
I

Megjegyzés: Vf : I.f < I*f.

Ha f: I — R (I C R™ kompakt intervallum, n € N) folytonos I-n, akkor f € R(I).

63. Adjon meg egy példat nem integralhaté fliggvényre:

1 |z,yeQ

* @y = {O \egyébk‘ént;

e (z,y) €[0,1] x [0,1].

} = f ¢ R([0,1] x [0, 1]).
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64. Milyen allitasokat ismer a hatarozott integralra vonatkozo6 egyenlét-
lenségekre?

Legyen I C R™ (n € N) kompakt intervallum, f,g: I = R, f,g € R(I). Ekkor:

1. f<g= /f < /g (az integral az integrandusban monoton);
I I
2 fle = | [1]< [ 1,
I I
3. Haog >0 I-nésm:= irllff, M :=supf, akkor f-g € R(I) és m - /g < /f~g <M - /g (kozépérték-tétel).
I I I I

65. Hogyan lehet a hatarozott integralt kiszamolni egy R?-beli interval-
lumon?

Legyenn = 2, I C R" & I C R? Dy :=1 = [a,b] x [¢,d], f: I — R. Tegyiik fel, hogy f € R(I). Ekkor

f11= /Cd/abf(a:,y)dxdy - /ab </Cdf(ac,y)dy> do = /Cd </abf(a:,y)da:> dy.

Megjegyzés: az integrdl felcserélhetd.

66. Mit jelent az, hogy egy sikbeli halmaz z-re nézve normaltartomany?

Egy sikbeli H halmaz z-re nézve normaltartomany, ha c(z) < d(z), (z € [a,b]) adott folytonos fiiggvények esetén
H:={(z,y) e R? [a <z <b, c(z) <y <d(z)}.

67. Hogyan lehet kiszamolni egy kettds integralt normaltartomanyon?

b d(x)
Ha H halmaz z-re nézve normaltartomény, és f : H — R, f € R(H), akkor [ [f = / (/ f(x,y)dy) dx.
H a c(z)

68. Fogalmazza meg az integraltranszforméaciéra vonatkozo tételt.

Legyen ¢ := (¢1,¢2) : U — V (U, V C R?) folytonos, derivilhato bijekcio, és tegyiik fel, hogy det(¢’) # 0 az U-n.
Ha f € R(V), akkor / f= / fo¢-|det(¢)]. (Vessiik dssze [ f(g(t)) - ¢'(t)dt-vell)
v U

Megjegyzés: a tétel jol haszndlhats, ha U normdltartomdny.
I1. rész

Irasbeli vizsgakérdések

1. tétel. A Cauchy-Bunyakovszkij-féle egyenlitienség.

Zak . bk

k=1

Legyen n € N, ap,by € R, k=1, ..., n. Ekkor <

2
Z“k '

k=1

n
Zbi és egyenldség pontosan akkor
k=1

teljestil, ha:
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® by, by, ..., b, =0, ay tetszdleges,

e INER: ap =X (k=1,2,...,n),
azaz (a1,...,an) és (b1,...,by) € R™ vektorok linedrisan dsszefiggdk.
Bizonyitds. Legyen ag, by € R tetszdleges (k=1,2,...,n).

TRUKK! Tekintsiik a kovetkezs polinomot: p(A) := Y _ (ax — Aby)” = <Zb§> A2 = 2)) “agby + Y af. Ekkor:
k=1 k=1 k=1 k=1

o ) b2 > 0= p()) masodfok;
k=1

p(\) >0 (YA € R).

\ ij
= nincs 2 valds gyoke = diszkriminansa:

n 2 n n n n
(2 . Zakbk> —4- (Zai) (sz) <0< Zakbk Zbi
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Az egyenlGség teljesiil. O

<

2. tétel. (R™, go) metrikus tér.

n
Az (R™, 02) olyan metrikus tér, ahol po(x,y) := Z lzx — yi|? (x,y € R™), 0y euklideszi metrika R™-en.

k=1

Bizonyitds. A oo metrika els6 harom tulajdonsaga trivialis, csak az utols6 szorul részletezésre.

L os(z,y) >0/
2. oz, y) =0<=2=y/

3. 02(z,y) = 02(y,7)
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4. 0a2(z,y) < 02(x,2) + 02(2,9).

VAN

2k — Yk — Z (ak + bk)2 é Za% + Zb%é

b=z —yk

k=1

3. tétel. Fkvivalens normdk kapcsolata a konvergens sorozatokkal.
Tegyiik fel, hogy (X,|.|;), (X, |.|l5) normdlt tér és ||.||, ekvivalens ||.|yvel (jelolésben: |.|; ~ ||.||5). Ekkor az

11, 10

(an) : N = X sorozatra lim(a,) a < lim(a,) = «a (ekvivalens normdk esetén ugyanazok a konvergens

sorozatok).
Bizonyitds. Legyen m, M >0 (m, M € R). Ekkor m - ||z||; < ||z|l, < M - ||z|,.

; -1
: tegyiik fel, hogy a,, — a = |la, —qaf, — 0= l|lan—aly, <M |a,—al, = |a, —al, =
n—-4o0o n—-4o00

0= an, ”—Hz)

n—-+oo

<— | hasonloan. O

4. tétel. R"-ben az 1-es, a 2-es és a végtelen normdk ekvivalencidja.

Legyen n=2,3,.... Ekkor R"-ben: |.||; ~ .|l ~ |||l (azaz az 1-es, a 2-es és a végtelen normdk ekvivalensek).

Bizonyitds. Legyen x© = (x1,...,x,) € R™. Ekkor:

n

o lzlly = D ll;
k=1
o |lzll, =
o [zl = max{[z1], ..., |znl}.

n
Igazoljuk, hogy [|.|; ~ [|.llo- wi max {|zx} <> |ox| <n- max {|zxl}.
=1,...,n k=1,....n

k=1

k

n n n n
. . 2 2
Igazoljuk, hogy [l ~ [llo- wi. flelly =D lawl - 1< D lawl” -\ | D 1 =vn- | D lowl” = llzll, < Vi [z,
k=1 k=1 k=1 k=1
———
Il
llll,

n

1 n
.
Slal? <3 Janl = llzll, = lell, < ll2ll, < va-llzll, (Vo € R™).

k=1 k=1

Masrészt: ||z||, =

Kell még: ||.[|; ~ ||.|| - Ez trivialis, ugyanis: ||z|, < ||z, < n-[lz]: m - ||z]l < |||, hasonléan igazolhato. [

5. tétel. R"-beli sorozat konvergencidjinak a koordindtasorozatokkal valo kapcsolata.

Tekintsik R™-et, legyen ||.| egy tetszdleges norma, (ar) : N — R" aj = (a,gl), a,(f), cee a,(gn)) € R™. Ekkor az
(ag) sorozat konvergens és kli:r_l (ag) L o= (04(1)7 cl a(n)) € R™ akkor és csak akkor, ha Vi =1, 2, ..., n: az
— 400
(a,(j)) valds sorozat konvergens és lim (aff)> =a,
keN k—+00

4
i—edik koordindta—sorozat
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Megjegyzés: R™-beli sorozat konvergencidjinak vizsgdlata visszavezethetd R-beli sorozat konvergencidjanak vizsgdlatdra.

Bizonyitds. : Legyeni = 1,2, ..., nrogzitett. Ekkor ‘al(f) —a®| < lag — ol Rn_bengv”.” - cllar —af (k€
0 lﬁéw

N).

(=] ¥i=12..n: nglfooa,@ =—a® = Ve >0: 3k e N: Vk >k (k € N) : ]a;”—a(i) <

e (a=(a®,...,aM)); k* = l:nllaxnkz = Vk > k*: max al(j) —aW| = |lay — o, <e= |lar — o .l Hiem

c-llar —all, <e=VEk>Ek*: |lar —a|| <e = ax k_‘l—'}w . O

6. tétel. Normadlt terekben a konvergens és a Cauchy-sorozatok kapcsolata.

Adott (X, ].]|) normdlt tér és (ay) : N — X sorozat. Ekkor:

1. Ha (ay) konvergens, akkor (ay) Cauchy-sorozat;

2. Visszafelé a tétel nem igaz!
Bizonyitds. : Ha (a,) konvergens, akkor 3lim(a,) =t a=Ve >0:Ing e N: V¥n>ng (n € N) : |ja, — of <e.
Ekkor: lan — am| < llan — al| + ||am — a|| < 2e (n,m > ng), tehat (a,) Cauchy-sorozat.
: Igazolni kell, hogy: 3(X,|.||) normalt tér és 3(a,) : N — X Cauchy-sorozat, ami nem konvergens X-ben.
Példa: (X, ||-I) = (Q,|.]) (].] a szokasos abszolat-érték). Legyen:

® ag:=2;
® Gny1 =3 (an—&—%) (n=0,1,...).
Ekkor:

e (ay) racionalis sorozat C (Q,|.]);
e (a,) Cauchy-sorozat Q-ban;

e (a,) nem konvergens Q-ban, ugyanis a,, — v2 ¢ Q.

7. tétel. R" tetszdleges normdval Banach-tér.

Legyen n € N, (R™,||.]]) (itt ||.|| tetszdleges norma R™-ben). Ez a tér teljes normdlt tér, azaz Banach-tér.

Bizonyitds. R"-ben minden norma ekvivalens, igy elég a ||.|| , normara igazolni!

Legyen ay = (a,(cl),...,a,(cn)) € R” (k € N) Cauchy-sorozat (R",||.||,,) normalt térben. Ekkor Ve > 0 : 3Jky €
N: Vil >k (k1 €N): |lag—af, = max |al) —al”

ay’ —a
i=l..m| ® !

< g, emiatt ¢ = 1,2,...,n rogzitett egészek esetén

(a,(f)) ren C R Cauchy-sorozat, amibdl az R-beli Cauchy-kritérium alapjan kévetkezik, hogy (a,(j))keN konvergens.

Ekkor o) := lim (a,(f)) — 0. O
k—-+o00

k— 400

és (aq,...,a,) =: o € R". Ekkor pedig |lar — o, = mgilx ‘a,(f) - a,(f)
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8. tétel. A derivdlitmdtriz elddllitdsdra vonatkozo tétel.

fi
Legyen f € R* = R™ (n,m € N), a € int Dy, f = , fi €ER* 5 R (i =1,2,...,m) koordindta-fiiggvények.
Im
Ha f € D{a}, akkor Vj =1,2,...,m és Vi =1,2,...,n esetén a 0;f;(a) parcidlis derivdltak léteznek, és f'(a) =
Oifi(a) Oafi(a) -+ Onfi(a)
5'1f2(a) 32f2(a) aan(a) ) ) ) )
. . . . € R™*™ derivdltmadtriz vagy Jacobi-mdtrix.
O1fm(a) Oz2fm(a) - Onfm(a)
Bizonyitds. f € D{a} = 3A = [a;;] € R™*" (f'(a) = A). Ekkor hm l‘f(a+h)|‘}{‘??2) AN _ g — Vi=12....m
n 0
fila+h)—f;(a)— aji-hi
koordinata-fliggvényre: lim i h”@)’“:l = 0. TRUKK! Legyen h:=t-¢; (t €R) = h= | t | +—i.
—
0

Ekkor lim ilatted—fil@—azit] _ g L 30; f;(a) és ez = aj;.
t—0 I¢] J J

9. tétel. Az n-vdltozds elsdfoki Taylor-polinom elddllitdsa.

Legyen m = 1, n € N. Ekkor:

1. n =2 (kétvdltozds): i = (i1,42), |i| =41 +ia=1(=m), h € [

1= (il,ig) (1,0) (O, 1)
i!, 1 1 | 1
h* h h -
TT= a0 [ o | of | 2 Skt = 0uf(@) b+ 0af(a) - ha = (f'(a), h).
li|=1
Blkor: (T1uf) (@) = (Tuof) (a+h) = f(a) + (f'(a),h) (a+h € Dy).

2.n>20i=(i,...,in),m=1=i] =di1+...4in, i: (1,0,...,0); (0,1,...,0) ... (0,0,...,1) n darab » _ ---
li|=1

n-tagi. Ekkor: (T1of) (z) = (Th,of) (a + h) = f(a) + (f'(a),h) (f'(a) = (01f(a), Oaf(a), ..., Onf(a)), h =

(h1,..., hn)).

Bizonyitds. A tételben benne van.

10. tétel. A Taylor-formula a Lagrange-féle maradéktaggal.
Tegyiik fel, hogy:

1. feR" >R (neN), a€intDy;
2. [a,a+h]:={a+t-h|te[0,1]} C Dy;
3. f € D™ ([a,a+ h]), m € N.

FEkkor v € [0,1]: f(a+h) = +§:(Z ) i)—|— Z whi.

k=1 \i|=k li|=m+1

(Trm,a f)(a+h) Lagrange— féle maradéktag
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Bizonyitds. Visszavezetés az R — R esetre: F(t) := f(a+th) (t €[0,1]), F € R - R, F € D™, Alkalmazzuk az

1-valtozos Taylor-formulat csak a 2 végpontra! Ekkor Jv € [0,1] : F(1) = F(0) + Z% LS % SmAL
k=1
A lényeg az, hogy F(¥)(0) kiszamolhat6 Vk € N esetén.

1. Lemma. % = ZWW (Vtel0,1], k=1,2,...,m+1).
li|=k

11. tétel. A lokdlis szélséértékre vonatkozo elsérendi sziikséges feltétel.

Legyen f € R* - R (n € N), a € int Dy, f € D{a}. Ha f-nek az a-ban lokdlis szélséértéke van, akkor f'(a) =0,
azaz (O1f(a), ..., Onf(a)) = (0, ..., 0).

Bizonyitds. Trivialis, ugyanis Vi =1,2,...,n: F: k(0) >t~ f(a+t-e;) (€ R = R) fiiggvénynek ¢ = 0-ban lokalis
szélsGértéke van, tehat F/(0) = 0 = 9, f(a).

Megjeqyzések:

O1f(z)=0
O2f(x) =0

® Az a’a . egyenletrendszer megolddsa, és az egyenletrendszer megolddsai az f staciondrius pontjai, ahol lehetnek
8nf(z) =0

lokdlis szélsGértékek;

® Sziikséges, de nem elégséges feltétel, pl. z3, n = 1.

12. tétel. A Sylvester-kritérium igazoldsa n = 2 esetén.

Legyen A = [ Z lc) } € R?2*2 szimmetrikus mdtriz, h € [ Zl } € R?, Q(h) = (Ah,h) = a-h} +2b-hihy + c- h3.
2
Ekkor Q(A):
1. pozitiv definit <= a > 0, det(A4) > 0;
2. negativ definit <= a < 0, det(4) > 0;
3. indefinit <= det(A) > 0 (csak n = 2-re!).
S of (M) In
Bizonyitds. Q(h) = Q(h1,h2) =h5 | a o +2b- e + ¢ | . Ekkor:
2 2

egyvaltozds mdasodf ok polinom

: a >0, 4b? — 4ac < 0 <= b? — ac < 0 <= det(A) > 0;
: hasonléan. 0
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