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1. tétel. Intervallumon értelmezett folytonos fliggvény értékkészlete intervallum:

Legyen I C R tetszéleges intervallum, f: I — R folytonos I-n. Ekkor Ry is intervallum.

Bizonyitds. Legyen M := sup Ry, m := inf R;. Igazoljuk, hogy (m,M) C R;. Legyen yo € (m,M). Ekkor
dxg < a1 € T : f(xro) < yo < f(z1). Tekintsiik f : [z9,21] — R folytonos fiiggvényt. A Bolzano-tétel
miatt 3§ € (zo,21) @ f(§) = vo, igy Yo € Ry, amibdl az kévetkezik, hogy (m,M) C Ry, emiatt pedig

Ry = : 0

2. tétel. Heine:

Legyen f : [a,b] — R folytonos [a,b]-on (az intervallum korlatos és zart). Ekkor f egyelnetesen folytonos
[a, b]-on.

Bizonyitds. Indirekt: tegyiik fel, hogy 3¢ > 0: Vé > 0 : Jz,y € [a,b] : |z —y| < 6 : |f(z)— fy)] > e
Adott L (n € N) : Fup,yn ¢ |z —ynl < 2 ¢ |f(@n) — flyn)| = € (#). Itt (z,) : N — [a,b] kor-
latos sorozat, és a Bolzano-Weierstrass kivalasztési tétel felhasznalasaval kévetkezik, hogy 3 (z,,) konver-

gens részsorozat, melyre lim (z,,) =: a. Ekkor a € [a,b] (indirekt). De ekkor |y,, — | < |yn, — Zn,| +
—_——

< L
<o
|Tn, —a| — o = lim(yn,) = a. De a € [a,b] és f € C{a}, amibdl az atviteli elv alapjan kovetkezik,
~—— np—too
1
0
Tn —>a=>f(xn)—>f(a)} -
ho k k = |f (zn,) — o, — 0, ami ellentmond -nek! O
gy Yn, — O =—> f(ynk) - f(a) |f( k) f(y k)| s+ 00 (#)

3. tétel. A differencialhatosag atfogalmazasa lineéris kozelitéssel:
Legyen f € R - R, a € int Dy. Ekkor f € D{a} <= JA € Rés3e: Dy - R, lime =0: f(z)— f(a) =
A(z —a) +e(z)(z —a) (Vz € Dy). Ekkor A = f'(a).

Bizonyitds. . f € D{a}: hmw = f'(a) (¢ R) <= lim

= 0, ezért
h—0

flath) — fla)
T_A

=:e(a+h)
%iil%e(a—f—h) = ilglbs(m) = 0. Emellett f(a+h)—f(a) = Ah+e(a+h)-h, azaz f(x)— f(a) :+A(a:—a)+5(a:)(a:—a).

: Tegyiik fel, hogy 3A € Rése : Dy — R, lime =0: f(x) — fla) = A(z — a) + ¢(z)(x — a), ezért

(zé(a =A+¢e(z) (x € Dy, © # a), azaz hmM A = f e D{a}. O
Megjegyzések:
f(x) = fla) = Az —a) + £(z)(z —a);
a megvaltozas fétagja maradéktag



® A szel6k hatdrhelyzete — érintd (geometriai szemlélet alapjan).
4. tétel. Kapcsolat a folytonossag és a differencidlhatosag kozott:
Legyen f € R = R, a € int Dy. Ekkor:

1. Ha f € D{a}, akkor f € C{a};

2. A megforditas nem igaz.

Megjegyzés: a derivdlhatdsdg ,,erésebb” fogalom, mint a folytonossdg.

Bizonyitds. 1.: f € D{a} Linedris kpzelités 34 ¢ R ¢s3e € Dy — R, lime =0: f(z) — f(a) = Az — a) +
e(z)(xz —a) (Vo € Dy). Mivel z — a, igy li_r>n (f(x) — f(a)) =0, hl)nf(ac) = f(a), ezért f € C{a}.
2.: A megforditas nem igaz — ellenpélda: abs € C{0}, de abs ¢ D{0}. O

5. tétel. Differencialhato fiiggvények Osszege és szorzata (masképpen: az algebrai mitveletek és a derivélas
kapcsolata):

Legyen f,g € R = R, a € int (Dy N Dy), f,g € D{a}. Ekkor:
L f+geD{a}és (f+9) (a) = f'(a) + g'(a);
2. Mf € D{a} é&s (\f) (a) = M\f'(a) (A € R);
3. fg € D{a} &s (f9)' (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);

/ ’ ’
4. Ha még g(a) # 0 is teljesiil, akkor (5) € D{a} és (5) (a) = Mf)@g(a).

g*(a
Megjegyz€s: szavakkal is megjegyezni!

f(z) = f(a)

Bizonyitds. 1.: a € int (Dy N Dy) =int Dyy4. Ekkor (f+g)(z;:éf+g)(a) = f(x)Jrg(ZgZ:ﬁ(a)ig(a) = T a +
lz—a
f(a)
W09 iast pedi ( + g (a) = £/(a) +g'(a);
lz—a
g'(a)

2.: Az el6z6h6z hasonloan igazolhato;

3:a€int (DyND,)=intDy,. Ekkor YD@=Isa) _ J@g(e)—f(a)gle) czel f(x)o(e)=f(@ga)+ (@)g(e)=f (@ale) _

- r—a

g(x)- f(@) = J(a) +f(a)~g(x> —9@) (ugyanis g € C{a}), ebbdl az kivetkezik, hogy (fg)’ (a) = lim 7(fg)(m;:gfg)(a) =
~~

r—a r—a T—a
lz—a
W e
f(a)g(a) + f(a)g' (a);
4.: El6szor % fuggvényre! Ha g(a) # 0, a € int Dy, g € D{a} — g € C{a}, emiatt Ik(a) : g(x) # 0 (Vz € k(a)),
11 - 1) (2)—(1)(a
ezért a € int D1. Ekkor (1) (z) — (l) (a) = “&L ol — _9@) —gla) L azaz lim G@-G)@ )_(g)( )
g 9 g r—a T —a g(x)-g(a) z—a r—a
—~
lz—a le—a
g'(a) gla)
! / . . elbz6 szorzat ! ! 4 g’
— (8 = (4 (o), emiate pedi £ = f-3 " (1) (@) = i)+ fla)-(3) (o) = L8 - b
f'(a)g(a)—f(a)g'(a) O
g°(a) '
Kovetkezmények:

1. P(z) = ap+arz+azz®+...+anz” (z € R, an # 0). EkkorVzo € R, P € D{xo} és P'(x) = a1+2a2z0+. . .+nan:cg_1 (zo €
R);

)

2. Raciondlis tortfiigguények: r(x) = % (p(z), g(z) polinomok) az értelmezési tartomdny minden pontjiban derivdlhatd;



cos x —sinzx
I I
—_—— —_——

o i/ e ’ 2 2 . .
3. tan’z = (—2;‘:) (z) = 32 “365;;‘ icos L — cos Cisf;n L= coslzz’ ezért Vo € Dian = R\ {% +km |k € Z}, tan € D{z} és
/ —
tan’x = —5—.

A differencidlszamitas kozépérték-tételei

6. tétel. Rolle-féle kozépérték-tétel:

Tegyiik fel, hogy f e R = R, f € Cla,b], f € D(a,b), f(a) = f(b). Ekkor 3¢ € (a,b): f'(£) =0.

Bizonyitds. f € C'la,b] Weicrsgrass 3, ¢ [a,b] : fla) = : i;]lf =:m, 3B € [a,b] : f(B) = r[na}))](f = M.

1. eset: m = M = f = dllandé = ' = 0;

2. eset: m < M és f(a) = f(b). Ham # f(a) = f(b), akkor @ € (a,b) = « lokélis minimum is, igy f'(«a) = 0.
Ha M # f(a) = f(b): hasonléan. O
7. tétel. Cauchy-féle kozépérték-tétel:

Tegyiik fel, hogy f,g € R = R, f,g € Cla,b], f,g € D(a,b), ¢'(x) # D(Vz € (a,b)). Ekkor 3¢ € (a,b) :

f®)=f(a) _ (&)
g(b)—gla) — g’ (§)"

Bizonyitds. 1.: g(b) # g(a), ugyanis ha g(a) = g(b), akkor a Rolle-tétel alapjan 3¢ € (a,b) : ¢'(£) = 0, ami
ellentmondaés.
2.: otlet: F(z) := f(z) — Ag(z) (x € [a,b]) és a A megvalaszthato gy, hogy a Rolle-tétel feltételei teljesiiljenek:

F € Cla,b], F € D(a,b), F(a) = F(b) is igaz, ha f(a) — Ag(a) = f(b) — Ag(h), ezért X\ = %. Ekkor a

Rolle-tétel alapjan kovetkezik, hogy 3¢ € (a,b) : 0= F'(¢) = f'(§) — L=LD . ¢/(6) = dllands. O
8. tétel. Lagrange-féle kozépérték-tétel:

Tegyiik fel, hogy f € R = R, f € C[a,b], f € D (a,b). Ekkor 3¢ € (a,b) : f/(¢) = &=L

Bizonyitds. Lasd a Cauchy-féle kozépérték-tételt (g(x) := x). O

A monotonitasra vonatkozo6 elégséges, sziikséges
és elégséges feltételek

9. tétel. A monotonitasra vonatkozo elégséges feltétel:

Tegyiik fel, hogy f: (a,b) = R, f € D (a,b) (D nyilt intervallum). Ekkor:
1. Ha f’ > 0 (a, b)-n, akkor f monoton névekvd (a, b)-n;
2. Ha f’ > 0 (a,b)-n, akkor f szigortian monoton névekvs (a, b)-n;
3. Ha f’ <0 (a,b)-n, akkor f monoton csékkend (a,b)-n;
(a,b)-

4. Ha f" <0 (a,b)-n, akkor f szigortian monoton csokkens (a, b)-n.

Bizonyitds. Mindegyiket a Lagrange-féle kozépérték-tétel alapjan: ekkor a < x1 < x9 < b. A Lagrange-féle
kozépérték-tételt alkalmazva [x1, xo)-re: 3¢ € (a,b) : f(x1) — f(x2) = f'(€)(x1 — x2) eljel-viszonyabol.
Megjegyzések:

o A monotonitds a derivdlt eldjelébdl vizsgdlhats;

o Lényeges, hogy Dy nyilt intervallum legyen (példdul: f(z) := 1 (x € R\ {0}), f'(z) = — % < 0);

® Visszafelé nem feltétleniil igazak az dllitdsok!



10. tétel. Sziikséges és elégséges feltétel a monotonitasra:

Tegyiik fel, hogy f: [a,b] = R, f € Cla,b], f € D (a,b). Ekkor:
1. f monoton névekvs [a,b]-n <= f' >0 (a,b)-n
2. f monoton csokkend [a,b]-n <= f' <0 (a,b)-n

(1) f>0(a,b)—n
(2)  Ale,d) Cla,b]: f'(x) =0 (x € (¢,d))’

3. f szigortian monoton névekvs [a, b]-n < {

Bizonyitds. Nem kell (megfontolhato). O

Lokalis szélsGértékek

11. tétel. A lokalis szélsGérték létezésére vonatkozo elsérendii sziikséges feltétel és elsérendi elégséges feltétel:

Sziikséges: legyen f € R - R, a € int Dy, f € D{a}. Ha az f fiiggvénynek az a-ban lokalis szélséértéke van,
akkor f’(a) = 0.

Elégséges: legyen f € (a,b) = R, f € D (a,b). Ha f" ac € (a,b) pontban elGjelet valt, akkor ¢ lokalis szélsGérték.

Bizonyitds. Sziikséges: lokalis maximumra. Tekintsiik az W tortet:

ox>a:f(x)—f()<0esm—a>O:>M<O:> lim f@=fla) fi(a) <

z—a+0 TTA
ex<a: flx)— fla)<0ésa—a<0= {200 > — hmo(x)f =fl(a) 2
Tr—a

e De f € D{a} = fl.(a) = f_(a) = f'(a) = f'(a) = 0.
Elégséges:

1. Ha f’ c-ben elGjelet valt E]—b(’)l ba, akkor 39 > 0:

(a) f'(z) <
(b) f'(z) >

Amibdl az kovetkezik, hogy c lokalis minimumbhely.

2. Ha f’ c-ben el6jelet valt bc')l Eba: hasonléan az 1-eshez.

0 (z € (¢ — 9, c]) = f monoton csékkend (¢ — 4, c]-n
0 (z € [¢,¢+ 6)) = f monoton névekvs [c, ¢+ §)-n

O
Primitiv fiiggvények
12. tétel. Az e*sinzx (z € R) primitiv fliggvényének elgallitasa:
[esinzdr = Le®(sinz — cosz) + c.
Bizonyitds. (f(ac) =e” => f(x)=e*, ¢ (z) =sine = g(x) = —cosz, ¢'(x) = cosz = g(x) = sinz). Ekkor
[e*sinzdr = e*(— cosx) fe —cosz)dr = —e*cosz + [e*cosxdr = e"sinx — e”cosx — [ e”sinxdz,
amibdl az kovetkemk hogy [e”sinzdr = fe”(sinz — cosz) + c. O

13. tétel. A V1 — 22 (z € (—1,1)) primitiv fiiggvényeinek eléallitasa:
Ik V1—22dx = —arcsinmgx\, 1-2® | ¢ (x € (—1,1)).



Bizonyitds. Legyen x = sint = g(t). Ekkor 39~ 1(z), és g~ '(x) = arcsinz =t (t € (—g, g)) Ekkor ¢'(t) =

cost, és [V1—a2Zdx = [ /1 —sin®tcostdtj—arcsing = J €08 tji—arcsinz = (5 + SiI}L%)uzamsinz + ¢ =2resing 4
sin(arcsinz)écos(arcsinx) +e= arczin;c + 93\/1277 4= j‘mdx _ arcsinzgx\/m +e (1‘ e (_]_7 1)) ]

Integralhatosag

1. definicid. Oszcillacios Osszeg:

Legyen a,b € R, a < b, f: [a,b] — R korlatos fiiggvény, T C [a,b] egy felosztéasa [a, b]-nek, s(f,7), S(f,7) az
f fuggveény 7-hoz tartozoé also, illetve felss kozelits osszege. Ekkor Q(f, ) := S(f,7) — s(f,7) az f fiiggvény 7
felosztashoz tartozd oszcillacios Gsszege.

14. tétel. Az integralhatosag jellemzése az oszcillacios Osszegekkel:

f€la,b] <= Ve >0, 3r € F(la, b)) : Qf,7)<e

Bizonyitds. : 0<TI*(f) - L(f) < S(f,7) —s(f,7) = Qf,7) < e (Ve > 0), amibdl az kovetkezik, hogy
I"(f) = L.(f) = f € Rla, b].
[ = |} I"(f) = L.(f) =: I, ekkor:

o I.(f) sup tulajdonsdg = Ve >0: Iy € F([a,b]) : I —e < s(f, 1) <1I;

o I*(f) inf tulajdonsdg = Ve >0: Imo € F([a,b]) : I < S(f,12) <I+e.

Tekintsiik 7 = 7y Ure halmazt. Ekkor I —e < s(f,71) < s(f,7) < S(f,7) < S(f,72) < [+e = Q(f,7) <e. O

15. tétel. Folytonos fliggvény integralhato:
Ha f: [a,b] — R folytonos, akkor f Riemann-integralhato.

Bizonyitds. f € C|a,b) Heinetétel f egyenletesen folytonos [a,b]-n. Ekkor Ve > 0: 3§ > 0: Va/,2” € [a,}] :

|2/ — 2" < §: |f(a") = f(2")] <e (*). Legyen ¢ > 0 rogzitett és 7 := {xo, ..., 2n} € F([a,b]) : |2k — xp—1] <

0 (k=1,....n). Ekkor [Q(f,7)| = |} ({ swp f - inf ]f> (x -—:c“)‘ =D _sup|f(z) = f)l - (i -
i=1 \[Ti—1, % Ti—1, Tg i=1

(%) °
zi—1) < €- Z(ocz —z;-1) = £(b — a), amibél az kovetkezik, hogy f € R]a,b].

i=1
(({ sup ]f—[ inf f) =sup |f(z) = f(W)|, .y € [z, xil]) 0
Ti1, T Ti-1, T
16. tétel. Monoton fiiggvény integralhato:
Ha f: [a,b] — R fliggvény monoton [a, b]-n, akkor f € R [a,b].

Bizonyitds. Oszcillacios osszegekkel. Tegyiik fel, hogy f monoton névekeds, i = 1, ..., n, és V7 = {x;} €

F([a,b]). Ekkor m; = [ inf ]f = f(zi_1) és My = sup f = f(x;). Ekkor Q(f,7) ZM —zi )
Ti—1, T [wiz1, zi]

Zmz Ti— 1) Zl(f(:ci)ff(xi_l))(xr:ri_l) < max (i — xi—l)'E(f(:vi)*f(xi_l)) <&, ha max (z; —

ra)=b< FOEIoR =

17. tétel. Newton-Leibniz tétel:

b
Ha g € R]a,b] és g-nek létezik primitiv fiiggvénye, akkor / g = G(b) — G(a) = [G(w)]z (G: a g primitiv
fiiggvénye). ¢



Bizonyitds. Legyen 7 :={a=x0 <21 < ... <y =b} € F([a,}]). G(b) —G(a) = G(zp) — G(xo) (G(zy) —
Gn-1))+ (G n-1)~Clitn2)) -+ (Glor) ~Glag) "2 S G () i —-1) Zg pi)(i=im1)

=1

V7 (pi € [xiz1, 1)) @ s(g,7) < G(b) — G(a) = ZQ(PZ)(% —z;-1) < S(g,7), amibdl az kovetkezik, hogy
i=1

b b
L.(9) < G(b) — G(a) < I*(g). Mivel g € Rla,b], ezért L.(q) = I*(g) = / g, fey G(b) — G(a) = / 7 0

a



